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Epreuve de mathématiques

Eléments de correction

Exercice 1 : une caractérisation de la loi géométrique

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi, toutes les deux définies
sur le méme espace probabilisé (Q2,.9,P). On pose, pour tout w € Q,

I(w) = min(X(w), Y (w)), M(w)=max(X(w),Y(w)) et Dw)=Mw)-I(w).

Question 1.

Montrer que I et M sont des variables aléatoires sur (Q2,9).

Correction

I et M sont des variables aléatoires comme fonctions de variables aléatoires.

Question 2.

Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de parametre p € ]0,1[. On
pourra poser g =1-p.

Question 2. (a)

Reconnaitre la loi de la variable I.

Correction

SoitkeN*.Ona:
PIz=k)=P(X=kAY=k).

Or X et Y sont indépendantes et de méme loi, donc:
PI=zk) =P((X=k)?.
X suivant une loi géométrique de parameétre p, et en posant g = 1 — p, on déduit :
P> k) = g?*D.

Donc:
PU=k=PU=k-PU=k+1) =g V1-4%.

Ainsi, I ~ 9 (1-g°).
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Question 2. (b)

Calculer, pour tout (i,d) € N x N*, la probabilité P ([I = i] n [D = d]) (qu'on pourra noter P (I =i, D = d)).
On sépareralescasd =0 etd > 0.

Correction

On note une coquille dans I'énoncé : le couple (i, d) est a prendre dans N* x N.

Ona:
PUI=i,D=d)=PI=i,M=d+1i).
e Sid=0: .
PU=i,M=i)=P(X=i,Y=0)=PX=10)?=qg*""Vp2
e Sid#0:

PU=i,M=d+i)=P(X=0,Y=d+i))V(X=d+i,Y=0)=2P(X=i,Y =d+i)=2qg%2"Dp2,

Question 2. (c)

Déterminer la loi de la variable D.

Correction

Les événements (I = i);en+ forment un systeme complet, donc :

+00
P(D=d)=) PU=i,D=d).
i=1

En distinguant les deux cas précédents :

e Sid=0: o
P(D:O):Zqzu‘”pzzi.
i=1 I+q
e Sid#0:
P(D:d):iqud+2(i_l)p2:2i.
i=1 I+q

Question 2. (d)

Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.

Correction
En reprenant les valeurs obtenues ci-dessus, on vérifie que pour tous les couples (i,d) e N* x N :
P(UI=i,D=d)=P(I=i)P(D=4d).

Les deux variables sont donc indépendantes.
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Question 3.

Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les variables I et D sont indé-

pendantes.
On note b:=P (D = 0) et, pour tout entier naturel k non nul, py =P (X = k).
On suppose py > 0 pour tout k € N*.

Question 3. (a)

Exprimer le réel b a 'aide de la famille (p;) jen--

Correction

Ona:

+00 +00 +00
PD=0=P(X=Y)=) PX=kY=k=) PX=k*=)_ p;.
k=1 k=1 k=1

Question 3. (ii)

Exprimer, pour tout entier naturel k, la probabilité PP (I > k) al’aide de la famille (p;) jen~-

Correction
On reprend le méme calcul qu’au (2.b) :
PUI>k)=PX>kAY >k).
Or X et Y sont indépendantes et de méme loi, donc:

+00 2
|P(I>k):IP(X>k)2:( Y p,-) :
i=k+1

Question 3. (c)

Soit k € N. En calculant la probabilité I’ (I > k, D = 0), établir I'égalité :

+Zoo p?=b( +Zoo pi)z-

i=k+1 i=k+1

Correction

On calcule de deux manieres différentes P (I > k,D =0) :

e D’une part:
+00
PU>kD=0)=P(X=Y,X>k= 3 p-
i=k+1

¢ D’autre part, comme [ et D sont indépendantes :
+00
PU>kD=0)=P>k)P(D=0) =b( > p,-) .
i=k+1
On conclut donc que :
+00 ) +00 2
2 Pi= b( 2 pi) :

i=k+1 i=k+1
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Question 3. (d) (i)

En déduire, pour tout entier naturel k non nul, 'égalité: (1 — b) py =2bP (X > k).

Correction

On fait la différence des égalités ci-dessus pour ket k—1:

+00
pi =bpy (pk+2( Z p,‘)) = bpk(pk+2|]3’(X> k))
i=k+1
Ce qui, puisque les pj sont non nuls, peut se réécrire :

pr(1=Db)=2bP (X > k).

Question 3. (d) (ii)

Calculer p; en fonction de b puis établir, pour tout entier naturel k non nul, I’égalité :

_1-b
Pk+1 = 145 Pk-
Correction

La formule ci-dessus, pour k = 1, donne :
(1-Db)p1 =2b(1 - p1),

c’est-a-dire :

_2b

1+b’

En reprenant ensuite cette formule pour k et k — 1 et en les soustrayant, il vient :

P1

A-Dpr=Q0+Db)prs1-

Question 3. (e)

En déduire que la loi commune des variables X et Y est géométrique de parametre p;.

Correction

Ainsi, la suite (py) est une suite géométrique. On en déduit que :

)

X~%9
1+b

Exercice 2 : un calcul de ((2)
. % 2n % 2 2n
On pose, pour tout entier naturel n, C,, = f (cosx)“"dxet D, = f x“(cosx)“" dx.
0 0

Question 1.

Etablir, pour tout entier naturel » non nul, I'égalité :

Cp=2n—-1)(Cyh-1—Cp).

On pourra écrire cos®” x = cos x cos?” ! x.
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Correction

Soit n € N. On commence par écrire la différence des intégrales :
3
Cu-1—-Cy, :f (1 -cos?(x)) cos®™ 2 (x)dx.
0
En réécrivant 1 — cos?(x) sous la forme sin?(x), on obtient :
g

Ch1—-Cy = f ’ sin®(x) cos?" 2 (x) dx.
0

On applique ensuite une intégration par parties avec :

cos? 1(x)

u =sin(x) cos?” ?(x), u=--——= v=sinx), v =cos(x).
2n-1
En intégrant, nous obtenons I'égalité souhaitée :
Cn
Ch1-Cy = .
n-1 n 2n—1

Question 2.

Ftablir, pour tout entier naturel n non nul, les égalités :

z
f (sin x)?(cos x)?" 2 dx = = .
0 2n—1 2n

Correction

La relation obtenue dans la question précédente implique immédiatement :
Cn Cn—l

2n—1 2n

En conséquence, nous obtenons bien :
/4

fz sin?(x) cos? 2 (x)dx = =
0

2n-1 2n°

Question 3.

Etablir, pour tout entier naturel » non nul, I'égalité :

C,=@2n-1)nD,_1-2n’D,,.

Correction

Pour établir cette relation, on applique une double intégration par parties sur I'expression de C,,. Ce procédé
permet de faire apparaitre les termes D,,_; et D, ce qui conduit a 'égalité :

C,=@2n-1)nD,_1-2n°D,,.

Question 4.

En déduire, pour tout entier n non nul, I'égalité :

1 2(Dn_1 Dn)
Cn—l Cn ’
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Correction

En divisant I'égalité précédente par C,, nous obtenons immédiatement :

1 (Dn_l Dn)

Ce résultat met en évidence une somme télescopique utile pour la suite de I’exercice.

Question 5.
Question 5. (a)

/4
Justifier, pour tout réel x € [0, E]’ la minoration :
. 2
sinx > — x.
/4

Correction

b2
On utilise le fait que la fonction sin est concave sur l'intervalle [0, 5] Par la propriété de concavité, la courbe

est toujours au-dessus de sa corde joignant les points (0,0) et (3,1), ce qui entraine la minoration :

. 2
sinx > —x.
b4
Question 5. (b)
En déduire, pour tout entier naturel 7, la majoration :
D, < 7 _Cu
"4 2n+2

Correction

En utilisant la minoration précédente dans I'expression de D,,, on obtient :
n [z, 2n
D, < T sin“(x) cos“" (x) dx.
0

Or, par les résultats obtenus précédemment, nous savons que :

/4

f ? sin?(x) cos®™ (x) dx = Cn
0

2n+2’

D’ou la majoration souhaitée :

D < 7’ Cy
"4 2n+2
Question 6.
Prouver I’égalité :
too 1 ].[2
ke 6
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Correction

On déduit de la majoration obtenue que :

En sommant les égalités obtenues dans la question 4 et en appliquant un raisonnement de type somme téles-
copique, nous obtenons apres passage a la limite :
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Exercice 3 : trois preuves d’'une égalité combinatoire

Question 1. Avec la fonction Beta

On pose, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels,

1
B(n,p) =f "1-nPdr.
0

Question 1. (a)
Relier, pour tout couple (1, p) € (N*)?, les réels B(n, p) et B(n+1, p+1). En déduire, pour tout couple (r, p) € N?,
I'égalité :
n'p!

Bin, p)= (n+p+1)!

Correction

On note une coquille dans I'énoncé : le couple (n, p) est a prendre dansN x N*.
On integre par parties :

1
B(n, p) =f "1 -nPdr.
0

En utilisant I'intégration par parties, on décompose I'intégrale comme suit :

1 1 il
+f p- (1-rPlde.
o Jo

tn+1
(1-nP
1 n+1

B(n,p)=[nJr

Le terme entre crochets s’annule aux bornes 0 et 1, ce qui donne :
| 1 p
B(n,p)=—— t"1-nP""di=—Bn+1,p-1).
(n, p) n+1f0 ( ) — ( p-1

A partir de cette relation, on peut établir par récurrence que :

n!
Vk<p, Bn,p)=p-(p—-1)----- —-k+1)-———B(n+k,p-k).
p, Bn,p)=p-(p-1) (p )(’Hk)! (n+k,p-k)
Pour k = p, on obtient :
1 pl
B(n,p) = ———B(n+p,0).
(n,p) s )l (n+p,0)
Or, B(n+ p,0) est'intégrale suivante :
1 (rpl 1 1
B(n+p,0):f P dr = ] = .
0 n+p+l|, n+p+l1
Ainsi, on conclut que :
n!p!
B(n,p)= —————.
(m.p) (n+p+1)!

Question 1. (b)

Soit (m, n) € N* x N. Etablir I'égalité

(m+n)! [

_ n _1\k
@ (m 1)!n!=2(z)( D

Mathématiques Page 9/ 56



BECEAS 2021

Correction

| -1 1
sz tm_l(l—t)ndt.
(n+ m)! 0

On utilise la formule du bindéme de Newton pour développer (1—1)" :

n_ v |n k .k
a-n"=) LD

k=0

Ainsi, I'intégrale devient :

1 1 n (n
f tm_l(l—t)”dt:f t’”‘lz( )(—l)ktkdt.
0 0 i=o\k

On intervertit la somme et I'intégrale (ce qui est permis car la somme est finie) :

fl M1 i "nkikde = i " (—1)kf1t’”‘1+kdt
0 e=o\k =0 \k 0 '

Lintégrale d'une puissance de ¢ est donnée par :

1 1
f tm_1+kdt:
0

tm+k

1
m+k’

m+k

0

Ainsi, 'expression devient :

n 1
£l

=0

Question 2. Avec des différences finies
On note A I'application qui, a chaque suite réelle u := (up) pen+, associe la suite
A(u) := (Up+1 — Up) penr -

On définit récursivement A” par A =Id et A” = Ao A",

Question 2. (a)

Prouver, pour toute suite u:= (1) pen+, pour tout entier naturel 7 et tout entier p € N*, I'égalité :

n
(A" (W), = kZ_O(Z)(—l)"—’CuM.

Correction

On montre par récurrence sur 7 la relation demandée.

¢ Initialisation : Pour n =0, soit pe N*, ona:

0 (o
AWy =up=Y (k)(—l)kup+k.
k=0

Mathématiques Page 10/ 56



BECEAS 2021

e Hérédité : Supposons le résultat vrai a un certain rang n = 0. Soit pe N*, on a:
1 = (7 k
A" ), = A AWy =Y |GV A ke
k=0
En développant A(u) p+x = Up+k+1 — Up+k, ON Obtient :
1 SN k
A" =) k D" (Wprksr — Upsi)-
k=0

Apres décalage d’indice et utilisation de la formule de Pascal, on montre que :

n+1 n+1l _
An+1(u)p = Z ( ) )(_1)n+1 kup+k‘
k=0

La propriété est initialisée et héréditaire. Elle est donc vraie pour tout 7 € N.

Question 2. (b)

En utilisant la suite u := (%) o établir a nouveau I'égalité (&).

peN

Correction

. 1
Prenons la suite u = (— .
p peN*
Par récurrence sur n, on obtient que :

(p—D!n!

(p+n)! D"

VpeN*, AMuw),=
Par ailleurs, la question (2.a.) donne :

IO ol L] [
Pk p+k’

Ainsi on obtient I'égalité (&).

Question 3. Par un raisonnement probabiliste

Onrappelle la formule du crible suivante : si Aj, A,..., A, sont des événements d'un espace probabilisé (Q, 7, P),

alors :
n
P ( Ap
k=1

n
=Y (-p*! > P(Ay nA;,N--NA;).
k=1

1<i1<i2<---<ik§n

Question 3. (a)

Soit Ay, Az,..., A, et B des événements d'un espace probabilisé (Q, 7, P). Ftablir I'égalité :

n
=PB)+Y DF Y P(BnafnAln-nAl).

k=1 1<i1<i2<~-<ik<n

n
P&mﬂm

i=1
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Correction

n
Posons A=[)A;.Ona:
i=1

P(BmA):P(B)—P(BmAC)=P(B)—|P(LnJBnA§
i=1

On applique la formule du crible au dernier terme de la somme, et I'on obtient le résultat demandé.

Pour la suite de 'exercice

Soit (m, n) € (N*)2. On considére une urne contenant une boule noire N, n boules blanches By,..., By, et m —1
boules rouges Ry, ..., R;;—1. On effectue des tirages successifs sans remise jusqu’a épuisement de I'urne.

On note B I'événement ol1 la boule noire est tirée avant toutes les boules rouges, et A; 'événement ol1 la boule
noire est tirée apres la boule blanche B;.

Question 3. (b)

Calculer la probabilité P(B).

Correction

Soit S I'ensemble des (m + n)-suites de valeurs distinctes dans {Bj,...,B;, N,Ry,...,R;;—1}. Le cardinal de S est
(m+n)!.

Soit T 'ensemble des suites ol tous les R; apparaissent apres le N. Considérons 'application ¢ qui, a un élé-
ment s de S, associe ’élément s’ de T obtenu en permutant N et le premier R; de s s'il y a un R; avant N, et s
sinon.

Lapplication ¢ est surjective, et chaque élément de T admet m antécédents par ¢ (ceux que 'on obtient en
permutant N avec chacun des R;). D’apres le lemme des bergers, on déduit que #S = m#T, donc :

1
P(B)=—.
m

Question 3. (c)

Calculer la probabilité P (BN, A;).

Correction

L'événement B N A correspond aux cas ol 'on tire toutes les boules blanches (il y a n! fagons de le faire), puis
la boule noire, puis toutes les boules rouges ((m — 1)! facons). Le nombre total de facons d’effectuer le tirage est
(m+ n)!. Ainsi :

(m-1)!n!

P(BNA)= el

Question 3. (d)

Prouver que pour tout entier k et toute k-liste (iy, ..., ix),

1
m+k’

P(BAAS AL N A ) =
1 2 Uk
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Correction

On réitere la démarche du (3.b.) en considérant que les B;; sont des R, donc en faisant comme s'il y avait m + k
boules rouges. On obtient ainsi le résultat souhaité.

Question 3. (e) (i)

Déterminer le nombre de k-listes (iy,..., i) tellesque 1 < i} <--- < i < n.

Correction

Les k-suites de ce type sont en bijection avec les parties a k éléments d'un ensemble de n éléments. Elles sont

donc au nombre de (Z)

Question 3. (e) (ii)

En déduire a nouveau I'égalité (&).

Correction

On reporte les quantités trouvées ci-dessus dans la formule du (3.a.), et on retrouve alors 1'égalité (&).
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Exercice 4 : une propriété des matrices symétriques

Soit, pour tout entier naturel 7 non nul, M, ; (R) 'ensemble des matrices réelles colonnes de taille 7, muni de
sa structure euclidienne standard ou le produit de deux matrices colonnes X et Y est défini par XY. Soit S,,(R)
I'ensemble des matrices réelles carrées d’ordre n et symétriques.

On note, pour tout entier naturel #» non nul et pour toute matrice A€ S, (R),
R(A) = {'XAX;'XX =1}.
Ondit qu'une matrice A € M, (R) est orthogonalement semblable a une matrice B € M, (R) s’il existe une matrice
P € 0,(R) (i.e. vérifiant I'égalité ‘PP = I,,) pour laquelle B =' PAP.
Question 1.
Soit (A, B) € S, (R)?. On suppose que A est orthogonalement semblable a B. Prouver I'égalité :

R(A) = R(B).

Correction

Soit (A, B) € SO, (R)?, et soit P € O, (R) telle que A= P BP. Lapplication X — PX définit une bijection de S(0,1)
dans lui-méme.

Donc:

RB) ={X"BX |1 XTXx=11={PX)"BPX) | X"x=1}=(XTPTBPX | XTPTPX =1} = R(A).

Question 2.
Soit n € N* et A€ S, (R). On note A1, 1,...,1, les valeurs propres de A rangées dans |'ordre croissant, c’est-a-
dire/ll §/12 < S/ln
Question 2. (a)
Prouver I'inclusion :
R(A) c [A1, An].
Correction

A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Elle est donc orthogonalement sem-
blable a B = Diag(A1,...,A,). Soit X telle que X” X = 1. Alors :
n n
X"BX =) Aix? avec Y xP=1.
i=1 i=1

Donc R(A) = R(B) c [A1,A,].

Question 2. (b)

Etablir I'égalité :
R(A) = [A1, Anl.
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Correction

T
Considérons I'application X définie sur [0, E] par:
X:0— (cos(6),0,...,0,sin()) .
Elle est continue a valeurs dans S(0,1). Lapplication 0 — X (0) TBX(0) est continue, vaut 11 en 0 et A, en g Donc:

R(A) = R(B) = [A1,A4].

Question 2. (c)

Montrer que si la matrice A est de trace nulle, alors 0 est élément de R(A). Dans le cas ou n = 3, la réciproque
est-elle vraie?

Correction

TrA=Y" 21;.SiTrA=0,alors ; <0et A, >0.Donc0€ R(A) = [A1,A,].

La réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, si A = Diag(—1,0,2), alors 0 € R(A) maisTrA=1#0.
Diagonale d’'une matrice

On appelle diagonale d'une matrice M := (mi, j)1<i,j<n laliste (my,1, my2,..., My,,) de ses éléments diagonaux.

Question 3.

Soit n € N* et A€ S, (R). On suppose qu'on dispose d’'une matrice P € O, (R) pour laquelle ‘PAP a pour diago-
nale (Tr A,0,...,0) (ou Tr A désigne la trace de A). Vérifier que Tr A est élément de R(A).

Correction
Supposons que PT AP ait pour diagonale (Tr A,0,...,0). Prenons X tel que X = P~1(1,0,...,0)". Alors :
PxX)TAPX) =Tr A.

DoncTr A€ R(A).

Question 4. (a)
Donner un exemple de matrice A € S>(R) dont la trace n’est pas élément de R(A).
Correction

1 2 1 5 3
Considérons A = 1 2/ Les valeurs propres de A sont > et > Donc:

TrA 46‘5[3 5] R(A)
rA= - == .
2°2

Question 4. (b)

Soit A € S»(R). Montrer que Tr A € R(A) si et seulement si 0 € R(A).
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Correction
Soit A € S2(R) de valeurs propres A; et A,. Alors Tr A= A1 + A3 et R(A) = [A11,A2]. Ainsi :
TrAe R(A) <= A1 <0et 1y =0,

ce qui est équivalent a 0 € R(A).

Question 5.

Soit A € S»(R). On suppose que Tr A € R(A). Montrer que A est orthogonalement semblable & une matrice dont
la diagonale est (Tr A, 0).
Correction

Soit A€ S, (R) telle que Tr A € R(A). Alors 0 € R(A) et det(A) < 0. Considérons :

TrA v —det(A)
v —det(A) 0 ’

A et B sont symétriques et ont le méme polyndme caractéristique. Elles sont donc orthogonalement semblables a
la méme matrice diagonale, et donc orthogonalement semblables entre elles.

B=

Question 6.

Soit n un entier avec n > 2. On suppose que toute matrice A € S, (R) telle que Tr A € R(A) est orthogonalement
semblable a une matrice ayant pour diagonale (Tr 4,0, ...,0).

Soit A€ S;+1(R) telle que Tr A € R(A).

Question 6. (a)

Justifier I'existence d’'une matrice colonne C € M, ; (R), d'une matrice ligne L € M, ; (R) et d'une matrice B €
S, (R) pour lesquelles la matrice A est orthogonalement semblable & la matrice par blocs :

TTA L
C BJ®
Correction

Soit A € S;+1(R) telle que Tr A € R(A). Soit X de norme 1 telle que XTAX =TrA. On complete X en une base
orthonormée. Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de cette base. P est orthogonale, et PT AP est de

la forme :
(TrA L)

C B)

Question 6. (b)

Que vaut Tr B? En déduire que Tr B € R(B).

Correction

Par conservation de la trace par similitude, Tr B = 0. D’apres la question (1.c.), on déduit que Tr B € R(B).
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Question 6. (c)

Conclure que la matrice A est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale (Tr A4,0,...,0).

Correction

On applique a B la propriété supposée dans cette question : il existe Q € O, (R) telle que Q” BQ soit de diagonale
nulle. Posons alors :
1 0
P=[5 o

P € 0,:1(R), et PT AP a pour diagonale (Tr A,0,...,0).

On a ainsi montré par récurrence que toute matrice A telle que Tr A € R(A) est orthogonalement semblable a
une matrice dont la diagonale est (Tr 4,0, ...,0).

Question 7.
Soit A € §;,;(R). Montrer qu’il existe un réel a pour lequel la matrice A est orthogonalement semblable a une

matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a a.

Correction

TrA
Soit A € S, (R). La matrice A— ——1I, aune trace nulle. Elle est donc, d’apres la question (5.c.), orthogonalement
n

semblable a une matrice de diagonale nulle. Ainsi, A est orthogonalement semblable & une matrice dont tous les

. TrA
termes diagonaux sont égauxa —.
n

Mathématiques Page 17/ 56



BECEAS 2021

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021
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Eléments de correction

Partie 1 : Exemples de calcul explicite du reste

Question 1.

oo
Rappeler pourquoi, lorsque la série ). u, est convergente, la suite de terme général } u; est convergente.
n=0 k=n
Quelle est alors sa limite?

Correction

Question 2.

Dans cette question, x désigne un nombre réel non nul, de signe quelconque.

Question 2. (a)

L. 2n
Démontrer que la série ). % est convergente. Quelle est sa somme?
n=0 :

Correction
2n
Les termes de la série ). 2! sont tous non nuls, donc on peut vérifier la convergence par application de la
n)!
régle de d’Alembert :
|x|?"*2 (2n)! |x|?
X = —0, etO<I1.
@2n+2)!  |x|2"  (2n+1)2n+2)
2n
Ainsi, ) est une série convergente.

(2n)!

D’apres les séries entieres usuelles,

18
><

2! = cosh(x).
O .

n

Question 2. (b)

Etablir, pour tout nombre entier strictement positif 7, I'égalité :

oo 42k X (v _ $\2n=2
Z alig f ) sinh(#) dt.
=, 2k Jo 2n-2)

Correction

Soit 7 € N*. La fonction cosh est de classe C2"~! sur R et cosh®*~V = sinh.
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D’apres la formule de Taylor avec reste intégral,
X (x—tf 2n-2 2n-2 COSh(k) 0
f ; sinh(#) dt = cosh(x) — Z —()xk
0o @2n-2)! =0 k!
i x2j nz—:l x2j
Sep Sep
s
CSepy
Question 2. (c)
Donner une expression similaire de Z Gl x (2 k), , sous la forme d’'une intégrale.
Correction
Soit 7 € N*. La fonction cos est de classe C2"~! sur R et cos?"~V = (=1)"sin.
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral et le développement en série entiere de cos,
e k,2k n-1_1 kak
Z BRI =cos(x) - ) Ch 7
=, k! = 2k
2n—2 COSU) (O)Xi
= cos(x) — Z —
X (x—1?"2sin(t
=(-1" f ) Gz D7 7sin@) 5,
2n-2)!
Question 3. (a)
Démontrer que la série de terme général a, = arctan (m) est convergente.
Correction
P . 2 . 3
Par équivalents simples usuels, a, ~ 3 puis a, = O(1/n°).
Par comparaison a une série de Riemann (absolument convergente), }_ a,, est une série convergente.
Question 3. (b)
Trouver un couple (P, Q) de polynémes de R[X] qui vérifient :
P(X)-Q(X)=2X
PX)QX)=X*+X%+1.
Correction
Factorisation :
X'+ X2 +1= (X + D= X2 = (X + X+ D(XP-X+1).
Onpose P=X>+X+1letQ=X?>—-X+1.Alors (PQ)eR[X]%, PQ=X*+X2+1etP-Q=2X.
Mathématiques Page 19/ 56



BECEAS 2021
Question 3. (c)
Etablir que, pour tout couple (x, y) de nombres réels positifs ou nuls, on a:
-y
arctan = arctan(x) — arctan(y).
1+xy
Correction
Fixons y € R, et posons f définie sur R, par
xX-y
VxeRy, f(x)=arctan —arctan(x) + arctan(y).
1+xy
Par opérations, f est dérivable sur R, et
1 1+ - - 1
VxE[R+, f/(x)z > X( x.y) .V(;C J/)_ >
(x=y) 1+xy) 1+x
1+ xy)?
B 1+y2 1
0+ xy)2+(x—p)2 1+ x2
B 1+)2 1
1+ X224 x2+yr 1+ a2
o 1+)y8 1
T (1+x)(1+yY)  1+x2
=0.
Par ailleurs, f(y) =0 et R, est un intervalle. Par théoréme, f est la fonction nulle, ce qui conclut.
Question 3. (d)
Déduire des deux questions précédentes que, pour tout entier naturel n, on a:
(0] T 9
ay = — —arctan(n“ —n+1).
k=n 2
Correction
Soit neNet k = n. On calcule :
ar = arctan M
k 1+ P(k)Q(k)
= arctan(P(k)) —arctan(Q(k)) (car P(k), Q(k) sont positifs ou nuls)
= arctan(Q(k + 1)) — arctan(Q(k)).
Ensuite, en sommant et en observant que arctan(n® - n+1) — % :
(o] (0]
Z ay = Z (arctan(Q(k—i— 1)- arctan(Q(k)))
k=n k=n
= g —arctan(Q(n)) (somme télescopique)
==~ —arctan(n® - n+1).
Mathématiques Page 20/ 56



BECEAS 2021

Question 3. (e)

(0]
La série ). ( Y ak) est-elle convergente?
n=0\k=n

Correction

Fixons y > 0. En faisant tendre x vers +oco dans

xX—=y
VxeR,, arctan
1+x

= arctan(x) — arctan(y),

on obtient par unicité de la limite :
1 n
arctan — = — —arctan(y).
y 2 Y
Pour neN, n2—n+1>0donc
o0
)" aj = arctan

= n2-n+1

P . 1
Par équivalents simples usuels, Y77 ax ~ pol

Par comparaison de termes généraux positifs, la série ¥ 377 = aj est convergente.
Partie 2 : Exemples d’évaluation asymptotique du reste

Question 4.

Soit x € R. Démontrer que la série ) ,,>1 nx est convergente si, et seulement si, x est strictement supérieur a 1.

Correction

ln(n]

Soit x > 1. Posons y = 1”‘ . Alors y > 1 et, par croissance comparée,
ln(n)

= o(1/n’). Par comparaison a un

exemple de Riemann, on conclut que la série ). = < est convergente.

Soitx<1.0Ona:

—

In(n)

Vn=3, 0=-—<
n*x

3

ln(n)

Par comparaison avec la série harmonique divergente, on conclut que la série }_ = = est divergente.

Question 5.

Dans cette question on suppose que le réel x est strictement supérieur a 1 et, pour tout entier n strictement
positif, on note

X Ink
= L T
Question 5. (a)

Pour tout réel a > 0, justifier I'égalité :

=
t* (x-1)2

f“’o Int a'*1+(x-Dlna)
a
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Correction

Soit a > 0. On pose y = ”Tx avec y > 1et lnt# = 0(1/tY). Par comparaison avec un exemple de Riemann et par

continuité de t — lnt# sur [a, +oo, cette fonction est intégrable sur [a, +oo].

Effectuons une intégration par parties avec :

-1

— ! —
u(®)=In(r), v()= DT

ce qui donne:

+00 — 0o +oo -
f ln(t)dt: [ In(f) 7+ _f 1 dt
a t* (x-1¢tx1la a (x—1r*
B In(a) N 1
T (x-Da*l (x-1)2a* 1

Question 5. (b)

Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 4, la double inégalité :

toInt toInt
f —dt< rnsf —dt.
n tx n-—1 tx

Correction
Posons f (1) = lnt# définie et dérivable sur [3, +oo[ avec :

1/t—xIn(t)
tx+1

ve=3, fl(n)=

Puisque 0 < 1/x < 1etV¢=3,In(r) > 1, alors f'(¢) > 0 donc f est décroissante sur [3, +ool.

Par croissance de l'intégrale et décroissance de f, on obtient :

In(k+1) <fk+l In(t) - In(k)
k

< r= .
(k+1)* t* k*

En sommant ces inégalités de n — 1 a +oo, on obtient un encadrement permettant d’appliquer le théoréeme des

gendarmes :
In(n)

Iy~-———.
" (x=1n*1

Question 5. (c)

Inn

En déduire que r, est équivalent a : et

quand 7 tend vers I'infini.

Correction

D’apres les questions précédentes, nous avons I'encadrement suivant :

(x—DIn(n)+1 - x-DIn(n-1)+1
(x-12p*1 =" (x-12(m-1D*1°

Par des équivalents simples, les suites majorantes et minorantes sont équivalentes a

(x-DIn(n) In(n)
(x-12n*1 (x—Dn¥-1
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En divisant I'inégalité précédente par ce dernier terme (qui est strictement positif), on obtient un encadrement
permettant d’appliquer le théoréme des gendarmes. Les suites majorante et minorante convergent toutes deux
vers 1, ce qui permet de conclure que

In(n)

rp~————.
" (x=1n*1

Question 6.

On considére deux suites v = (v,) >0 €t W = (Wy) =0 a termes réels non nuls. On suppose que v, est équivalent
a wy quand n tend vers l'infini et que la série }_,,>( v, est convergente.

On rappelle que, si tous les termes de la suite v sont positifs, alors :

e Lasérie ) ,-o Wy est convergente.

e Y32, Wi estéquivalenta Y77 v quand n tend vers l'infini.

Question 6. (a)

Comme indiqué dans 'énoncé de la question suivante, pour notre contre-exemple, nous présenterons des
suites indexées par N*.

On définit ainsi les suites v et w :

\Y € N* = _( 1) = + —1
n ) 14 y w 14 .
n \/— n n

Par le critere spécial des séries alternées, la série )_ v, est convergente.
Raisonnons par I'absurde en supposant que la série }_ w,, est convergente.

Alors, la série ) (w, — v,,) est également convergente, ce qui implique la convergence de }_ %, une absurdité.

l—o(i)—o(v)
- \/ﬁ - n}

Deplus,ona:

d’ou wy, ~ vy,.

Ce couple de suites constitue donc le contre-exemple demandé.

Question 6. (b)

Montrer de méme que, lorsque le signe des termes de v n’est pas constant, il est possible que la série ). w,, soit

n=0
o0 [e o]

convergente mais que ). wy ne soit pas équivalenta Y vy quand n tend vers l'infini.
k=n k=n

=n"

nyn

_1
n(n+1)

On pourra utiliser pour w la suite de terme général : +

Correction

La suite w est déja définie dans I'énoncé (sur N*). Définissons la suite :

(="

vneN*, v,=

nyn
Introduisons également la suite des restes :
% (-1) k
vneN*, r,= .
! kgn kvk
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ite | 1=

alternées, qui donne :

est positive, décroissante et tend vers 0. On peut donc appliquer le critére spécial des séries

1 1
vneN*, |r,l<——, dou v,,:O(—).
302

nvn

Ensuite, observons que :
N 1 1
VneN", wp,=vy+—-— .
n n+l

En sommant cette relation (de maniere partiellement télescopique), on pose :

S|

(]

!

=) We=rp+
k=n

Il en découle :

r’—O( ! )+1—1+0(1)
" A\nvn) n n n)

On en déduit que 7, ~ %, tandis que r, n'est pas équivalente a % car elle est négligeable devant %

Enfin, comme précédemment, on observe que w;,, ~ v, car :

m = O(Un).

Pour la suite de 'exercice

Pour traiter la question qui suit, on pourra admettre la propriété suivante qui complete les propriétés rappelées
précédemment.

Si v et w sont deux suites a termes positifs telles que v, = o(w;,) (v, négligeable par rapport a w, quand n tend

vers 'infini) et siles séries Y v, et Y w, sont convergentes, alors :
n=0 n=0

00 00
2: V=0 Wi |-
k=n k=n

Question 7.

Dans cette question, on considere deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé
(Q,%,P).

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p(€]0,1[), que Y suit la loi de Poisson de parameétre
A(>0) et que les variables X et Y sont indépendantes.

Correction

Dans les réponses a ces questions, posons g = 1 — p et notons que q €10, 1[ car p €10, 1].

Question 7. (a)

Pour tout n € N, calculer P(X = n).
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Correction

Soit n € N*. Comme X prend ses valeurs dans N*, on a:

PXzn)=) PX=k= qu L _q"‘l.
k=n 1- q

De plus, ona P(X =0) =1 (ce qui n’est pas inclus dans le résultat précédent).

Question 7. (b)

Etablir, pour tout n € N*, I'égalité :

PX+Y=n=pl-p"le? v (L)k
iz K'\1-p

Correction

Soit n e N*,
Lévénement {X + Y = n} est la réunion disjointe des événements {X = k, Y = n— k} pour k parcourant [1, n].
On en déduit :

n
PX+Y=n)= ZP(X k,Y=n-k

n
Z PX=kP(Y=n-k) (par indépendance)
; —Aln—k
g (n—k)!
n—1 . A]
ety Pqn_]_IF (changement d’indice j = n— k)
j=0 :
n—ll 2 j
A n-1
et prt A (A
jgoj' l1-p

Question 7. (c)

En déduire que P(Y = n) est négligeable devant P(X + Y = n) quand »n tend versr 'infini.

Correction

D’apres une série entiére vue en cours,

et cette limite est non nulle.
Calculons maintenant :
PY=n  eM" 1
PX+Y=n  nl  pl-p)lererd-p
eMig L A"
p n!
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Par conservation de limite et croissance comparée, on obtient P(Y = n) = o(P(X + Y = n)).

Les deux probabilités étant positives et termes généraux de séries convergentes, on en déduit par un théoreme

classique :
o0

P(Y=zn)= P(Y=k)=0(P(X+Y =n)).
k=n
Question 7. (d)
. P N elp”l’pRl—lﬂ”’l ye .
Démontrer que : P(X + Y = n) est équivalent a — 1 quand n tend vers I'infini.

Correction

On a vu précédemment que :

A

PX+Y=n)~pl-p""lte Ml =p1-phlerr.
p(l-p p(l-p

Comme les termes sont positifs et termes généraux de séries convergentes, on applique un théoreme de som-
mabilité :

[e.o]
P(X+Y=n)= P(X+Y=k)
k=n

~ Y pa-p*! (en posant y = petP/1-P))
k=n
_ l’t(l _ p)n—l

p
~ e/lp/(lfp)(l _ p)}’lfl.

Question 7. (e)

En déduire que la série ). P(X + Y = n) est convergente. Quelle est sa somme?
n=0

Correction

Par comparaison avec une série géométrique convergente (donc absolument convergente car |1 — p| < 1), on
obtient la convergence de la série ) P(X + Y = n).

Retrouvons tout d’abord un résultat classique en posant Z = X + Y, qui est a valeurs dans N :

Y PZ>m=) Y PZ=k

n=0 n=0k=n+1

=) PZ=k
0=sn<k

oo k-1

=) Y PZ=k

k=1n=0

kP(Z=k)

N -

X)+E(Y) (linéarité de I’espérance)

+
=

I
Sl oo
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Les échanges de sommes sont justifiés par la théorie de la sommabilité (tous les termes sommés sont positifs
ou nuls).

On peut maintenant calculer la somme demandée :

e 1 1
P(X+Y=n):P(X+Y20)+;+)L=1+;+)L.

n=0

Partie 3 : Etude du reste comme opérateur

On note Ly, le R-espace vectoriel des suites réelles bornées et || - [ la norme sur L, définie par :

Vu=(Up)n=0 ltllco=sup{lu,l;neN}

Question 8.

Démontrer que I'espace vectoriel F des suites réelles convergentes et de limite nulle est une partie fermée de
I'espace vectoriel normé (Leo, || - lloo)-
Correction

Soitue FN et ¢ € E. On suppose que u — ¢, c’est-a-dire que || u — £||oc — O.
Alors, la suite de fonctions (u(n)) ,en converge uniformément sur N vers la fonction £: N — R.
Par ailleurs, pour tout n € N fixé, u(n) converge vers 0 par hypothése.

Par le théoréeme de double limite, la fonction ¢ converge donc aussi vers 0, ce qui montre que ¢ € F et permet
de conclure.

Question 9.

On note E 'ensemble des suites réelles u = (u1,) .0 telles que la série Y u, est convergente.
n=0

Question 9. (a)

Justifier que E est un sous-espace vectoriel de F.

Correction

Montrons que E est un sous-espace vectoriel de F.

Stabilité par addition :

Siu,veE,alors ) uyet) v, sont convergentes. Par linéarité de la somme des séries, Y (1, + vy) =X U+ vy
est convergente, doncu+veeE.

Stabilité par multiplication par un scalaire :
Siue EetAeR,alors ) u, est convergente. Or, Y (Au,) = 1Y u, est convergente, donc Au € E.
Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de F.

Question 9. (b)

Lensemble E est-il une partie fermée de I'espace vectoriel normé (L, |l - lloo) 2 Quelle est son adhérence?
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Correction

On a E c F, donc par passage a 'adhérence : adh(E) c adh(F) = F.
Soit u € F. Vérifions que u € ad h(E).

Pour n € N, définissons la suite v(n) par :

up sik<n,

VkeN, v(n)k:{ .
0 sinon.

Par construction, v(n) € E pour toutn€N, etona:

lu—v(n)lew =supflugl, k= n+1}.

Soit € > 0. Comme u — 0, il existe ny e N tel que Yk = ny, |ux| < €.
Pour n = ng, onaalors ||u— v(n)|le < €.

Ainsi, v(n) — u dans L., donc u € adh(E).

On en conclut que adh(E) = F.

En particulier, E n'est pas fermé, sinon on aurait E = F, ce qui contredirait la convergence de la série définie
par:

vnelN, w,=——-m.
n+1

Question 10.

On note ® I'application qui, a tout élément u = (u,) =9 de E associe la suite r = (1) ;>0 définie par

o0
YneN, rp=) ug.
k=n

Question 10. (a)

Calculer [ ull et [®(1) |l lorsque u est une suite géométrique convergente de premier terme u, égal a 1.

Correction

Soit g €] — 1, 1[ la raison de la suite ().
Comme (]g"|) est décroissante, on a || u]l, = 1.

De plus, pour tout e N :

i k_ 4"
rn= q° = .
" k=n l1-q

On en déduit : ) )
P(W)oo=——=7—.
® l-gl 1-g

Question 10. (b)

Démontrer que ® est une application linéaire et injective de E dans L.,, dont I'image est F.
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Correction

Soit u € E. Pour tout n € N, r,, est bien défini et appartient a F c L, (cf. premiére question du sujet).

Donc @ est bien définie de E dans L, et son image est incluse dans F.

Soit u € ker(®). Alors :
VneN, u,=ry—r,4.1=0-0=0.

Ainsi, ® est injective.

Soit v € F. Définissons :
VkeN, up=vi— Vi1

D’apres la relation série-somme, la série ) u, converge et :

o0
VneN, ) up=v,-limv=uv,.
k=n

On adonc v = ®(u) avec u € E, ce qui acheve la question.

Question 10. (c)

On note Y la restriction de ® a E, considérée comme une bijection de E sur F. On munit E et F de la norme

Il lloo-

Question 10. (c) (i)

L'application W est-elle continue?

Correction
Supposons que W soit continue. Alors, par linéarité, il existe A > 0 tel que :
VueE, [Y)loo <Mulloo.

En particulier, d’apres la question précédente :

1
Y -1,1, —=A.
qel-L1L 1=

En faisant tendre g vers 17, on trouve une contradiction, donc ¥ n’est pas continue.

Question 10. (c) (ii)

Lapplication réciproque ¥~ est-elle continue?

Correction
Lapplication W~! est définie de F dans E par :

VueF, W '(u)= (ug — tgs1) ken-

Ainsi, pour tout u e F:
W~ () lloo < 21 Ulloo,

ce qui montre que ¥~! est continue.
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Partie 4 : Restes de séries alternées

Dans cette partie, f désigne une fonction dérivable sur [0, +oo[, décroissante et convexe, a valeurs strictement
positives et de limite nulle en +oo.

On rappelle que si v = (v,;) n=0 €st une suite a termes réels strictemnet postifis, décroissante et de limite nulle,
alors:

¢ lasérie ) (—1)"v, est convergente
n=0

[e0)
¢ pour tout n €N, la somme kZ (—DF vy est positive si n est pair, négative si n est impair, et vérifie 'inégalité
=n

- k
| Y D vl < vp
k=n

Question 11.

Etablir, pour tout réel positif ou nul z, la double inégalité :

_fo-fa+d _ 1@
f@ f@

Correction
Soit f € R;. Par inégalité de convexité, on a:
fa+D=f'(OUE+1-0+ f(r)

puis, en divisant par f(¢) >0:
fa+D-f@ _ f'®
f@ T f

Par décroissance de f, on obtient directement I’autre inégalité.

Question 12.

Pour tout entier positif ou nul n, on pose : u;, = (-1)" f(n).

Question 12. (a)

Justifier la convergence de la série Y u,.
n=0

Correction

La suite (f(n)) ,en est décroissante, positive et converge vers 0.

Par le critere des séries alternées, la série Y (—1)" f(n) est convergente.

Question 12. (b)

Pour tout entier positif ou nul n, on pose :
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Démontrer que, pour tout entier positif ounul n,ona:

(o]

@) lrnl= ), =DPf(n+p).
p=0

(i) 0<|rpl=Irpnlsf(n) - f(n+1).

Correction

Soit n €N.
Démonstration de (i)
Par le critere spécial des séries alternées, r;, est du signe de (—1)" f(n), donc de celui de (—1)".

Ona: -
Pl = (=1)"rp= Y (D" ko).
k=n

En effectuant un changement d’indice [k = n + p], on obtient :

o0

1l =Y (~DP f(n+p).
p=0
Démonstration de (ii)
Vérifions que la suite (f(n+ p) — f(n+ p + 1)) pen est décroissante, positive et converge vers 0.
Le troisieme point est une conséquence directe de la limite f(x) — 0 lorsque x — +oo.
La positivité découle de la décroissance de f.

Enfin, en utilisant la convexité de f, on obtient :

fn+p)+fn+p+2)

fn+p+1) < 5

Ce qui donne :
fr+p+)-f(n+p+2)sf(n+p)-f(n+p+1).

D’apres le critére spécial des séries alternées, on en déduit que :

Irnl = rpel =Y (DP(f(n+p) - f(n+p+1)
p=0

est du signe de son premier terme et majoré (en valeur absolue) par ce dernier.

Question 12. (c)

Montrer que la série ) r, est convergente.
n=0

Correction

La suite (|7,]) neny €St positive, décroissante et converge vers 0 (suite des restes d'une série convergente).

De plus, 1, est du signe de (—1)", donc:
vnelN, r,==D"ry,l.

Par le critere des séries alternées, la série }_ r;, est convergente.
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Question 12. (d)

Démontrer que, sile quotient f; ((t)) tend vers 0 quand le réel ¢ tend vers I'infini alors r,, est équivalent a 2 =+ quand

n tend vers l'infini
Correction
Soit ne€N. Pourtout k=n,ona:
DR - DF L+ 1) =2-DF Fl) - (DX(F ) - Flke+1)).

En sommant de n a oo, il vient :
D"fm-0=2r,— Y. (-DF(f) - flk+1)).
k=n

On pose:

vp= Y. (=D*(F) - flk+1)).
k=n

D’apres le critere des séries alternées :

~f'(n)
lvpl= f(M) = f(n+1) = ——— f(n).
fn)
Lhypothese faite sur f permet d’en déduire que v, = o(f,)-
Ainsi, on obtient :
=D"f(n)
Tn= Tf +o(f(n)).
Ce qui donne I'équivalent asymptotique :
u
2
Question 13. (a)
Pour quelles valeurs du réel x la série . (_”n# est-elle convergente?
n=1

Correction

Pour x > 1, la série est absolument convergente, donc convergente.

n)

< ) est décroissante (I'étude de la fonction a été faite plus haut), positive et
n=3

. (In(
Pour x € 10,1], la suite

converge vers 0 par croissance comparée. La série est donc convergente.

Pour x =< 0, le terme général ne tend pas vers 0 (il diverge méme vers +o0o), donc la série est grossiérement
divergente.

Question 13. (b)

(( nk lnk

Pour ces valeurs, déduire des résultats précédents un équivalent de Z quand n tend vers I'infini.
k=
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Correction

Soit x > 0. Pour tout £ = 3, on pose :

ln(t)
f= .
Cette fonction est dérivable avec :
1 xIn(t)
¥e23, 0= - Tmp = - 30,

De plus, nous avons :

ffg 1 x
Fo 0 T 0 quand ¢t — +oo.

La fonction f’ est aussi dérivable, et son expression est :

ve=3, fl'= (1 xIn(5) +

x+2 X+l '

On peut réécrire :

7 ( 1)( 1+2x
= In(z) - o L)

En adaptant les résultats précédents, on montre que la restriction de f a 1+2x

U
croissante, pOSlthB et tend vers 0 en +oo, tout comme ]}((t))

+oo[ est dérivable, convexe, dé-

On en déduit :
-D¥In(k)  (-1)"In(n)
kx 2n*

P18

=
Il
S

Question 14. (a)

. —_1\n
Démontrer que la série ). nﬁr(—i)l),, est convergente.
n=2

Correction

On effectue un développement limité :

D" (="
n+(—1)”_ n

1 3
- +oa/n’).
n

Cela peut aussi s’écrire sous forme de différence :

_1\n _1\n
D" (=D _(l o).

n+(—1)”_ n n

. 2. — n
Comme somme de termes generaux de séries convergentes, la série > % est convergente.

Question 14. (b)

- a5 _(=DF
La série de terme général kgn D

est-elle convergente?
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Correction

Pour tout £ = 1, on pose :

f (t)=-
Cette fonction est décroissante, dérivable, convexe, tend vers 0 en +oo, etona:
!
t -1
m =— —0 quand t— +oo.
f t
D’apres un résultat démontré plus haut,ona:
. i Dk ("
ne-— ~ .
P 2n

En reprenant le développement limité de la question précédente et par sommation des O(1/n%) (cas convergent),
on obtient :

; +(Dk n——+mUn)

_ D"

1
+0(1/n)—;+0(1/n )

n" 1
( ) +o(l/n)——
n
On obtient alors I'équivalent simple :
1 (D~
n  2n "

Comme 1/n > 0, par conservation du signe strict, ces deux suites équivalentes sont de signe constant (strictement
positif) a partir d'un certain rang.

En raisonnant par 'absurde et en supposant que Y w,, est une série convergente, on en déduit que ). % est une
série convergente, ce qui est absurde.

La série ). wy, est divergente.

Mathématiques Page 34/ 56



BECEAS 2021

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021

Epreuve de mathématiques

Eléments de correction

Probleme I - Le facteur de Bayes

Introduction

Le résultat d'une expérience aléatoire est un réel r qui est vu comme la réalisation d'une variable aléatoire R.
Pour une méme expérience, la loi de la variable aléatoire R peut étre définie de différentes manieres. Choisir une
loi pour R équivaut a choisir un modéle pour 'expérience aléatoire.

Face a ces différentes possibilités de modélisation, une question naturelle est de savoir a posteriori, c’est-a-dire
apres avoir pris connaissance du résultat de ’expérience, si un modele A est préférable a un autre modele B. Pour
répondre a cette question, on peut calculer le facteur de Bayes défini par

fap:=10g1gpa—logo P,
ol p4 estla probabilité que R = r sous le modele A et pp est la probabilité que R = r sous le modele B. La notation
log,, correspond au logarithme décimal (base 10).

Evidemment, une valeur positive de f4 p suggere que le modéle A est préférable a B. Plus précisément, I'inter-
prétation de la valeur f4 p est donnée dans le tableau suivant :

fas Décision
< —% Le modele B est préféré au modele A.
de— %a% On ne peut pas distinguer les deux modéles.
% Le modéle A est préféré au modele B.

Lobjectif de ce probléme est d’appliquer cette méthode de décision sur une expérience simple : le "pile ou
face".

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes distribuées selon une loi de Bernoulli de parameétres
respectifs g; €]0,1[ et g» €]0,1[. Ona donc P([X; =1]) = g; et P([X; =0]) =1 —g; pour i € {1,2}.

Question 1.

On introduit la variable aléatoire S, = X + X». Déterminer 'ensemble E, des valeurs prises par la variable
aléatoire S,.

Correction

Ona: E, =1{0,1,2}

Question 2.

Pour tout k € E», donner 'expression (en fonction de ¢; et g») la valeur de la probabilité P([S, = kI).
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Correction
* OnaP([S2=0D=P([X1=0In[X2=0D=1-g1)(1-¢g2)
* OnaP([S;=1)=P(X; =1IN[Xz=0D)UP(X; =0IN[X2=1]) = q2(1 - q1) + q1(1 - g2)
* OnaP([S2=2D=P(X1=1Nn[X2=1]) = q192

Question 3.

Calculer I'espérance et la variance de S,.

Correction
Calcul de 'espérance

Premiére méthode

Par définition de 'espérance, on a :

E($2) =0xP([S2=0D+1xP([S2=1D+2x P([S2=2D) = q2(1 —=q1) + 1 (1 = q2) +2q1 42 = 1 + g

Deuxiéme méthode

On remarque que 'espérance de la somme de deux variable aléatoire indépendantes est égale a la somme de
leur espérances respectives. On a donc :

E(S) =EX1)+EX2)=q1+q>

Calcul de la variance

Premiére méthode
Par définition de la variance, on a :

Var(Sy) = E(S3) - E(S2)°
= (1—q1)+ q1(1— G2) +4q1 G2 — (q1 + G2)°
=L+ @ +2q192— G5 — 45 —2q142
= +a:—q -4
=qi(l-q1)+q2(1-¢q2)

Deuxiéme méthode

On remarque que la variance de la somme de deux variable aléatoire indépendantes est égale a la somme de
leur variances respectives. On a donc :

Var(82) = Var(X1) +Var(Xz) = q1(1 - q1) + g2(1 — q2)

Question 4.

On considére a présent n > 2 variables aléatoires indépendantes Xj, ..., X;; de loi de Bernoulli avec pour tout
iel,...,n,P(IX;=1])=q;€]0,1[. On pose S;, = X3 +... + Xj,.

En fonction de ¢, ..., g,, donner les expressions de P([S,, =0]) et P([S,, = 1]).
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Correction

Calcul de P([S,, =0])

Par définiton, on a:

n n
P(S,=0n=[[PUX;=0D=[]00-q)
i i=1

i=1
Calcul de P([S; =1])
De méme, ona:

n
P(S,=0)=]]gi
i

Question 5.

Pour tout k€ {1,...,n}, on note S I'’ensemble des vecteurs (i1,..., i) €{1,..., ik tels quel<ij<..<ip<n.

Donner en fonction de k et n le cardinal de ’ensemble S;.

Correction
Ona:

cardsy =" = —"
araoR = e~ =i

Question 6.

Montrer que
P(Sp=2= )Y anqi, [ Q-aqi).
(i1,i2)€S2 ij#i1,i2
Correction
Ona:

P(S,=2)= ) PUXi#lUn..n[X;#Un[Xy;=1n..n[X; 1 #1n[X;,=1])

(i1,i2)€S2
= Z P([X;;, =1In[X;, =1In[Xg #1In...n[X;; -1 Z1n...N[Xj-1 #1])
(i1,02)€S2
= > qiq, [] PUX;,#1D
(i1,i2)€S2 #0102
= ) awdq, ] Q-ai)
(i1,i2)€S2 #0102

Question 7.

Pour tout k € {2,..., n}, donner 'expression de P([S; = k]).

Correction

Par calcul analogue a la question 6, on a:

k
PUSp=kD= Y [la; [I (-a.

(i] ..... ik)€§kj:l il¢i1 ..... ik
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Question 8.

Dans le cas ol 1 = ... = gy, simplifier 'expression de P([S;, = k]) obtenue a la question précédente. Quel nom
donne-t-on alaloide S,, dans ce cas?
Correction

Sigi=...=qgn=¢q,ona:

k k
PUSp=kn= 3 [la, [l Q-aqp. = % [la [ a-@.= X gca -k =(Z)qk(l—q)”_k

(i1, ix)ESEK j=1 [TEZ A A (i1, i )ESK j=1  ij#i1, i (i1,e- i) ESK

C’est donc une loi binomiale de parameétres n et g.

Le "pile ou face"

Prenons 'exemple de I'expérience aléatoire consistant a lancer n fois une piece de monnaie et a compter le
nombre de fois ot 'on obtient le c6té "pile". Le résultat r de cette expérience est la réalisation de la variable aléa-
toire R donnée par

n
R=S,:=) X,
i=1

les variables aléatoires Xj, ..., X,; étant indépendantes et telles que X; = 1 si le c6té "pile" est obtenu au i-éme
lancer et X; = 0 sinon.

On compare les modélisations suivantes.

¢ Modele M/, : la piece est équilibrée et donc P([X; = 1]) = 1/2 pour tout i € {1,..., n}.
* Modele M, :1a probabilité d’obtenir le coté "pile" est égale a g €]0, 1[.
Question 9.
Donner 'expression de la probabilité py/2(n, r) := P([S, = r]) lorsque la piece est supposée équilibrée (modéle

M 2).

Correction

O L e A e IR

Question 10.

Ona:

Pour tout r € {0,..., n}, donner 'expression de la probabilité p,(n, r) := P([S, = r]) lorsque I'on se place sous le
modele M. En déduire I'expression du facteur de Bayes

S112,4(n, 1) =log;o p1/2(n, 1) —log,y pq(n, ).
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Correction

Ona:

n _
pq(n,1) = (r)q’(l -’
Par définition et en réduisanton a :

fir2,q(n, 1) =log o p1/2(n, 1) —log,q pge(n, 1)
p1/2(n, 1)
10 pg(n,1)
(2
=gy oy
(r)q 1- 67)

—-n

qr(l__q)n—r

=log

=log)o

=logy27" - rlog,p g — (n—r)log;,(1-q)

Question 11.

Dresser le tableau de variation de la fonction g — fi/2,4(n, 7).

Correction

On dérive g(q) = fi/2,4(n,r),0ona:

-r n—r
qIn(10) " (1-g)In(10)
_qn-r-rl-q)

g -¢)InQ0)

_ nqg-—r

~ q(1-q)In(10)

g@=

On sait que g(1 — q)In(10) est toujours positif.
D’oli:

* Sing-r<0,cestadireque g < 7, alors g(g) est décroissante.
¢ De méme, si nq—r >0, c’est a dire que g > %, alors g(g) est croissante

On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 - 1
g'(x) - 0 +
g(x) +00 \ 1 / +00

Question 12.

On introduit ’ensemble ) )
QD = {q E]O’”“g < fir,qn,r) < 3 }

Pour tout g € 9, que peut-on dire sur les modeles M, et M, ? (utiliser la régle de décision du Tableau 1).
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Correction

On ne peut pas distinguer les deux modéles.

Question 13.
Application numérique : Apres n = 200 lancers, on obtient r = 115 fois le c6té pile. Lensemble & correspondant

est [0.483,0.522] U [0.627,0.664]. Une personne vous assure qu’'avec la piece utilisée, la probabilité d’obtenir "pile"
est 1.5 fois supérieure a celle d’obtenir "face". Qu’'en pensez-vous?

Correction

Il s’agit ici de comparer les modeles M, et M, avec q tel que :

—3(1— )
6/—2 q
&2,.3
2973
wg?
=3
<q=0.6

Donc g ¢ D. De plus, on sait d’apres le tableau de variations que fi/2,3/5(n,r) < -1/2.
Donc on préfere le modele M35 c’est a dire le fait que la probabilité d’obtenir "pile" est 1.5 fois supérieure a

celle d’obtenir "face".
Tester si une piece était bien équilibrée : premiere méthode

Connaissant le résultat r de 'expérience, on souhaite s’assurer que la piece utilisée était bien équilibrée. Pour ce
faire, une premiére méthode consiste a comparer le modele de la piece équilibrée au modele le plus vraisemblable
a posteriori. Ce modele (noté Mypt) est celui pourlequel P([X; = 1]) = 4(n, r) pour tout i € {1,..., n}; lavaleur q(n,r)
est la probabilité g € [0, 1] maximisant la probabilité P([S, = r]) obtenue sous le modele P([X; = 1]) = g pour tout
iefl,..., nk

Question 14.

Calculer g(n,0) et g(n, n). Donner I'expression de g (n, r).

Correction
La valeur §(n, r) est obtenue en maximisant :

n
log,o P([S, = r]) =log,, (r) —-rloggq—(n—r)log;,,(1-¢q)
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En dérivant puis en annulant, on a:

ron-r _
q l-q
r_n-r

q l-q
oqn-r)=r-rq
eqn=r

E=% —L

9 n

Ainsi, sig=0alorsr =0
D'ot14(n,0)=0et g(n,n) =1

Question 15.
Donner |'expression du facteur de Bayes

fi2,0pt(n, 1) =log; g p1/2(n, 1) —logg popt(n, 1),

ol popt(n, 1) := P([S; = r]) lorsque 'on se place sous le modéle Mop:.

Correction

Ona:

fl/Z,opt(ny r)= 10g10 p12(n, 1) — lOgm popt(n, r)
= logy, p1i2(n, 1)
p()pt(n; r)
2—n
=10810 Tryry e
(7)) (-4
n2="

=logy o

Question 16.

Application numérique : en prenant les mémes valeurs que dans la question 1.5), calculer la valeur du facteur
de Bayes fi/2,0pt(1, 7). Conclure.

Correction

Ona: 1
firz,opt(n, 1) =1,3201 > 5

On préfere donc dire que le modeéle "piece équilibrée" est préférable.
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Tester si une piéce était bien équilibrée : deuxieme méthode
Une autre méthode pour s’assurer a posteriori de I'équilibre de la piéce consiste a comparer le modele M, au
modele M,y ainsi défini : pour tout N € N\ {0}, on définit la variable aléatoire Qy qui prend ses valeurs dans I'en-

semble {ﬁ,j = 1,...,N} avec P([Qn = N%rl]) = % pour tout j =1,..., N. On suppose que la probabilité d’obtenir
le résultat r dépend de la valeur de la variable aléatoire Qy :

P(Sp = rll[Qy = N]+1D =P(

£

avec P([X; =1]) = ﬁ pour tout i = 1,..., n. On rappelle que la probabilité d'un événement A sachant qu'un évé-
nement B de probabilité non nulle est réalisé est donnée par

P(ANnB)

P(AIB) = PB)

Question 17.

En utilisant la formule des probabilités totales, donner I'’expression (en fonction de n, r et N) de la probabilité
Pbay(n, 1) que la variable S, soit égale a r sous le modele Mpay.

Correction

Ona:

N .
P(ISy=rD = Y. P(Sy =rINIQIN] = ﬁ])

Jj=1
. r . n-r
w5 %
N+1 N+1 N

Question 18.

Application numérique : Pour n =200, r =115et N =100, on a

1 L5 jrl i\ 60.28
9810 N]Z:I(NH) ( _N+1) oo

Calculer la valeur du facteur de Bayes et conclure.

Correction

On alog;,(27") = —60,206 donc le facteur de Bayes est de 0,074. La piece semble donc équilibrée.

Probleme II - Estimation de la production

Lors de la mise sur le marché de son dernier véhicule, un constructeur automobile a souhaité affecter a chaque
voiture vendue un numéro. Ainsi, la premiere voiture vendue s’est vue attribuer le numéro 1, la deuxieme, le nu-
meéro 2, etc. Ce numeéro est clairement visible a 'arriere du véhicule. Au bout d'un an de mise sur le marché, un
concurrent souhaite savoir combien de voitures ont été vendues par ce constructeur automobile. Pour ce faire, il
dispose uniquement des numéros des voitures qu’il a croisées lors de I’année écoulée.
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Notations : le nombre de voitures observées par le concurrent est noté k et les numéros correspondants, rangés
par ordre croissant, sont notés x; < ... < xg. Enfin, le nombre (inconnu) de véhicules vendus est noté N. On a donc

forcément k < N.

On suppose dans la suite que le k-uplet (x; <... < xi) est le résultat de I'expérience aléatoire consistant a tirer
au hasard et sans remise k numéros parmi {1, ..., N}. Cette expérience est modélisée par 'espace (Q, </, P), ou Qp
est ’ensemble de tous les k-uplets (x; < ... < xi) possibles, o est la tribu de 'ensemble des parties de Q. et P est

la probabilité uniforme.

Question 1.

Quel est (en fonction de N et k) le cardinal de Q.

Correction

Ona:

Card(Qy) =

g

Question 2.

Donner I'expression (en fonction de N et k) de la probabilité P({(x; < ... < xx)}) d’obtenir le tirage x; <... < X.

Correction
Ona: .
P({(x1 <. <xp)}) = 5
(%)
Question 3.

On introduit la variable aléatoire My : Qx — N qui a tout k-uplet (x; <... < xi) € Q associe la plus grande valeur

X+
Pour m < k ou m > N, quelle est la valeur de P([M} = m])?
Correction

e Sim<k,onaP([M,=m]) =0

e Sim>N,onaP([My=m]) =0

Question 4.

On suppose que m esttel que k< m < N.

Quel est le nombre de k-uplets (x; <... < xi) pour lesquels x; = m? En déduire la valeur de P([M} = m]).

Correction

llya (7~} possibilités donc :
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Question 5.

En utilisant les questions précédentes, montrer que

ol pour tout entier [ >0,/ =1x (I-1) x...

Correction

N! N

x 1 et avec la convention 0! = 1.

par somme des probabilités totales, on sait que :

Question 6.

k.
CN = TN =T ch

k

N
Y. P(IMy=m]) =
m=k
N (k-1
o Z (mk—l) :1
m=k (N)
1 ¥ [k-1
o — =1
8 ]

Montrer que 'espérance de My est donnée par

Correction

Ona:

E(My) =

1ok

k
N

-1
-1

(m-1)!

1 N m!
_@Z (k- D!(m— k!

N
) L M EDim-1- - D)
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Question 7.

En effectuant le changement de variable / = m + 1 dans la somme ci-dessus et en utilisant le résultat de la

: _ 1N+l
question 5), montrer que E(My) = k357

Correction

Ona:

k N+1 -1

E(M) B l:%l( . )
K (N+1)!

_@(kﬂ)!w—k)!
_kkK(N-K)!  (N+1D)!
a N! (k+ 1N - k)!
_(N+1)k
T o(k+1)

Question 8.

On rappelle que le concurrent souhaite estimer le nombre N de véhicules vendus.

En utilisant la question précédente, proposer une fonction ¥ (-) (indépendante de N évidemment) telle que
E(¥ (M) = N. La variable aléatoire ¥ ;. (M) est un estimateur sans biais de N?

Correction

En prenant W (M) = k—;;le -1

Question 9.

Calculer E[(W(My))?] et en déduire la variance de I'estimateur ¥ (M) (Aide : remplacer m? par m(m+1)—m).

Correction

Ona:
9 k+1, 5
E[(Y (M) ]=(—k JYEM)+1-2(N+1)
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Or:
N (m—l)
EMY) =Y m*-
m=k (k)
1 X (m-1)! (N+Dk
_@,;:km(m“)(k—l)!(m—k)!_ k+1
_ 1 Y m+Dk(k+1)  (N+Dk
(M) iz (k+DMm—k)! - k+1
k(k+1) % (m+1)_(N+1)k
(%) moe\k+1 k+1
_k(k+1) Niz (l—l)_(N+1)k
() Zre\k+1 k+1
_k(k+1) (N+2)_ (N+Dk
(IZ) k+2 k+1
_kk+DEN-K)!  (N+2)!  (N+Dk
- N! (N-R!(k+2)!  k+1
_kIN+2)(N+1)  (N+Dk
- k+2 k+1
Donc,
2 (kK+D*(N+2)(N+1)  (k+D(N-1)
E[(Ye(Mi)*] = T2 p 1-2N
_ N+ DK+ D[+ DN+ -k=2)
k(k+2)
(N+1)(k+1)[Nk+2k+ N+2—-k-2]
= -1-2N
k(k+2)
(N+1)(k+1) [Nk+k+ N]
= -1-2N
k(k+2)
D’ot,
Var(¥(M, ))—M(N+1)(N+2)—m(N+1)—1—2N—N2
T kv 2) k
_ Ger? (N+1)(N+2)—E(NH)—(NH)2
 k(k+2) k
—(N+1)[(k+1)2(N+2)—E—(N+1)
- k(k+2) k
(K+12(N+2)— (k+1)(k+2) - k(k+2)(N+1)
=(N+1)
k(k+2)
_ N+l [(k +2k+ DN +2) - (k+2)(kN + k) — (k+ 1) (k+2)]
C k(k+2)
- Nl [NK? +2K* +2kN + 4k + N +2 - k*N — k* = 2kN - 2k - k* - 2k - k - 2]
k(k+2)
B N+1 Nkl
T k(k+2)

Mathématiques

Page 46/ 56



BECEAS 2021

Question 10.

On suppose que k = N— | N?| avec a €]0, 1[, la notation |-] étant celle de la partie entiére. En utilisant I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev (voir le rappel donné a la fin du sujet), montrer que dans ce cas, ¥ (My) — N converge
en probabilité vers 0 lorsque N — oo.

Correction

D’apres la question précédente, on a:

(N k] ~ IN?]N

~Nla-1
k(k+2) N? a=1)

Var(¥ (M) =

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, Ve > 0,on a:

Var(Yi(My) N%!
€? )

P([|¥Yr(My) - N|>e€] < -0

Probleme III - Estimation de la taille d’une population

Pour estimer la taille de la population d'une espece animale, la méthode de “capture-marquage-recapture”
(CMR) est couramment utilisée.

Si on note P une population de N € N\ {0} individus (le nombre N étant inconnu), la méthode CMR consiste a :
¢ (C) tirer au hasard et sans remise n € {1,..., N} individus dans la population P;
¢ (M) marquer les n individus et les remettre dans la population P;

¢ (R) tirer au hasard et sans remise m € {1,..., N} individus dans la population P.

Dans la suite, on raisonnera comme si les N individus de la population étaient numérotés de 1 a N. Ceci n’est
évidemment pas le cas en pratique mais permet de simplifier la modélisation du probléme sans perte de généralité.

La modélisation probabiliste de la méthode CMR est le triplet (Q, <, P) avec :

¢ ) I'’ensemble regroupant tous les résultats possibles de la méthode CMR. On notera w = (w1, w>) un élément
de Q avec:

w1 un vecteur de taille N dont la i-éme composante w;,; = 1 si I'individu numéro i a été capturé lors de
I'étape (C) et 0 sinon

w> un vecteur de taille N dont la i-eme composante w,; = 1 si 'individu numéro i a été capturé lors de
I'étape (R) et 0 sinon.

¢ of latribu des parties de Q;

¢ P la probabilité uniforme.

Question 1.

Donner la valeur des sommes

wiy,; et w2 ;.

)

M=
M=

~
Il
—
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Correction

Par définition, on a:
° Zﬁ\ilwl,i =n

N
° Zi:1w2,i =m

Question 2.

Quel est le cardinal de I'ensemble Q? En déduire la valeur de la probabilité P({w}) pour tout w € Q.

Correction

Ona Card(w) = (N)()) dot P({w}) = (N)I(N)

Question 3.
On introduit la variable aléatoire K : Q — N définie par
N
K@) =) w,iwy;.
i=1

Que peut-on dire lorsque la valeur observée de K est k € N?

Correction

Si K(w) = k cela signifie que k individus marqués ont été capturés.

Question 4.

Sin+ m> N, donner les valeurs de k pour lesquelles P([K = k]) = 0.

Correction

Il n’est pas possible que k soit strictement supérieur a min(n, m). De méme, il n’est pas possible que k soit
strictement inférieura n+ m—- N

Question 5.

Donner 'ensemble E(n, m, N) =N des valeurs possibles de K.

Correction
Ona:
E(n,m,N)={max0,m+n—N),min(n, m)}
Question 6.

Pour tout k € E(n, m, N), donner, en fonction de n, m et N, I'expression de la probabilité P([K = k]).
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Correction

lya (M) (7)((-") possibilités pour que K = k.

Ainsi :
(D) Gp)

(m)

P(K=k]) =

Question 7.

En déduire la relation

chepk=cp.

keE(n,m,N)

Correction
Par la loi des probabilités totales, on a :

P(K=kD=1
keE(n,m,N)
(DG
= — = 1
keE(n,m,N) (m)

BBt

")

Question 8.

N
m

|

En remarquant que kCK = ncﬁj, et en utilisant la relation ci-dessus, donner 'expression de I'espérance de K.

Correction

Ona:
1 n|[N—-n
e £
(%) keEmmNy \kJ\m—k
(™) keeGrmny \k—1){m—k
n

( )k=mux(0,m+n—N) k-1

(%) k=max(0,m+n—N) k-1

min(n,m) n-1\(N=n

|

n min(n,m) n-1[(N-1)—-(n-1)
™ 3 ( )((m—l)—(k—l)

|
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Posons [ = k—1,onaalors:

|=

min(n—-1,m-1) _ _ _ _
B 5 (n 1)((1\/ - 1))

l (m-1-1

(
’”"”(”i””—” (n - 1)(1\/— 1-(n- 1))
B () t=max@© (-1 m-n-v-1m \ ! (m-1)-1

N-1

1.

_ a(N-1!  (N-n)'m!
T m-D(N-m)! N
_nm

"N

3=z

) I=max0,n+m—-N-1)

EE

|

(

3=

Question 9.

Proposer une fonction ¥, ,,(-) telle que ﬁ = m soit un estimateur sans biais de ﬁ La variable aléatoire NV
est-elle un estimateur sans biais de N'?

Correction
Prenons
K
\Pn,m(K) = (_)
n
Ona
()3
E - | = —
N N

Question 10.
On suppose a présent que n+m > N.

Donner, en fonction de n, m et N, 'expression de 'espérance de ﬁ

Correction

Ona:

1 min(n,m) 1 A\ (N=n) 1
E( ): Z k k el ™
K+1 k=m+n-N +1 m— (m)
1 min(n,m) l Nen
) (%) k=man-n (k+D!n—k)!

11 ml'”(Z"’m) n+1{[N-n
S My n+ 1y k1) \m—k

m-k

m
11 mi”(”+1’m+l)(n+1)(N+1—(n+1))
(%)n+1 e mae N+1 l m+1-1

1 1 [N+1

_[N)n+1 m+1
m

B 1 N+1

T n+lm+1l
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Question 11.

Utiliser la question précédente pour proposer un estimateur sans biais de N.

Correction

En prenant N = % -1, on a un estimateur sans biais de N.

Probleme IV - Inégalités de Markov et de Cantelli

Dans ce probléme, on se place dans un espace probabilisé (Q2, </, P) et on note X : Q — R une variable aléatoire
telle que E(X) = m € R et E(X?) = 0 + m?. Pour tout € > 0, on introduit la variable aléatoire Y, : Q — {0,1} définie
pour tout w € Q par
1 si|X(w)|>e,

Y. (w) =
(@ {0 si | X ()] se.

Question 1.

En posant p, := P([| X| > €]), donner 'expression de E(Y).

Correction

La variable aléatoire Y. suit une loi de Bernoulli de parametre p,. Donc E(Ye€) = p,

Question 2.

Montrer que pour tout a € [0,2], E(|X|%) = E(| X|*Ye).

Correction

Par croissance de 'espérance.

Question 3.

En déduire I'inégalité de Markov : pour tout € > 0 et pour tout a € [0,2],

E(X1Y)
P((IX]>e€]) = .

€a

Correction

Par définition de Y, on a | X|?Y, = | X|% sur {| X| > €} et 0 ailleurs.

En prenant I’espérance on obtient :
E(X|Ye) = EUXI*N x|>¢)-

Comme | X|% = €% sur {| X| > €}, on obtient
E(X|*Nx)>e) = €“P(IX]| > €).
D’apres la question 2, on sait que E(|X|?Y;) < E(| X|%), donc

E(X|") =€e?P(IX]| > €).
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D’ou
E(X|%
P([|X|>e€]) = .

€a

Question 4.
Montrer que pour toute >0et a >0,

P(IX-a>e]) =P([|X—al>el).

Correction
Ona:

P(IX-al>e)=P(X-a>e)+P([X—a<—e]) =P([X-a>e€l)

Question 5.

En utilisant 'inégalité de Markov, montrer que pour toute >0et 1 >0,

2 /12
P([X-m+A>e+A]) < ((76:/1)2.
Correction
Ona:
P X—-m+A>e+A)<=P((|IX-m+A|>e+A])
<EM—m+M2
(e+A)2
_ o2+ )2
T (e+ )2
Question 6.

2 2
Apres avoir fait I'étude de la fonction A € [0,c0[— ‘7—*/32, montrer que pour tout € > 0, la meilleure majoration

J (e+
est donnée par
2

P([X—m>€])5m.

Correction

: _ g%4)2 .
Soit f(A) = iz Ona:

, 20+ A% — (0% +A%)2(e+ 1)
Fa= €+ 1)2
2+ A[Ale+ 1) — 02— A?]
- e+ )2
2(e + M) [Ae — 0?]
T E
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D’ou1 le tableau de variation suivant :

X 0 % +00
o)) - +
f) N\ /

.. 2
Ainsi, en prenant : 1 = U?, ona:

2
0'2+U? 0‘2

P([X-m>e]) = (€+%2)2 = 2o

Question 7.

En vous inspirant des questions précédentes, montrer que pour tout € >0,

o2
P(X-m<—€e)s 5—.
e+o
Correction
Ona: 2 2
E(X-m-A
P(X-m-A<-e-AD) <P X-m—-Al>e+A]) < ((X-m-A)7 _ o
e+ N)e? €2 +0?
Question 8.
En déduire I'inégalité de Cantelli : pour tout € > 0,
2
P(IX - < .
({0l m| > e€]) o
Correction
Ona:
202
P(IX-m|>e))=P((X—m>e) +P((X—m< —¢]) <
€2 +a?
Question 9.

Pour quelles valeurs de € > 0, I'inégalité de Cantelli est-elle préférable a celle de Bienaymé-Tchebychev?

Correction
11 faut trouver la valeur de € > 0 pour laquelle :

20° o? 2_ 2, 2 2 2
ﬁs—zc»ze <e“+0° e <o ecell,o]
e“+o €
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021

Epreuve de francais

Eléments de correction

Proposition de résumé en 179 mots

La pandémie de Covid-19 a été une épreuve mondiale. Elle a rappelé la fragilité humaine et bouleversé nos
certitudes. L'idée méme d’« épreuve » a été questionnée. Historiquement, elle renvoie a un test, une difficulté, voire
une mise a I"épreuve divine. En philosophie et psychologie, elle symbolise douleur et transformation.

Gustave-Nicolas Fischer distingue six types d’expériences extrémes : maladies, guerres, catastrophes, privation
de liberté, pertes et dépendances. Ces épreuves fragilisent autant physiquement que psychologiquement. La sé-
paration, le deuil ou I'isolement brisent aussi. Robinson Crusoé illustre 'importance d’autrui dans la construction
personnelle. Collectivement, entreprises et civilisations connaissent aussi des épreuves fatales.

Face a l'adversité, trois attitudes existent : combattre, fuir ou ne rien faire. La lutte est valorisée mais épuise
parfois. La fuite est vue comme une lacheté, bien qu’elle puisse étre salvatrice. L'inaction, loin d’étre passive, permet
parfois de survivre. Chaque individu reconstruit différemment apres I'épreuve.

La résilience est un espoir mais n'est pas garantie. Si certains trouvent dans I'épreuve une force nouvelle,
d’autres en ressortent brisés. Comme le roseau de Pascal, 1’étre humain oscille entre chute et redressement.
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021

Epreuve d’anglais

Eléments de correction

1 Summarize this text in English in 200 words (+/- 10%)

In the developing world, a lack of reliable statistics hinders economic and social progress. Unlike wealthier
countries, where individuals worry about excessive government surveillance, many poorer nations struggle with
insufficient data collection. Around a billion people lack official identification, and many countries have outdated
or incomplete census data. This scarcity of reliable statistics limits effective policymaking and aid distribution.

To compensate, researchers explore alternative data sources like mobile phone usage and satellite imagery.
For example, mobile data helped map lockdown inequalities during COVID-19, and machine-learning algorithms
identified poverty levels in Afghanistan based on phone usage patterns. Satellite images have also improved poverty
mapping, as seen in Tanzania, where high-resolution data refined economic insights.

However, improving data collection is only part of the solution. Governments often fail to share or utilize exis-
ting statistics effectively. Bureaucrats lack incentives to collect accurate data, and political concerns discourage
transparency. Many officials even misunderstand basic demographic statistics in their own districts.

To address these issues, the World Development Report calls for a cultural shift in data governance. Strong
political leadership and public demand for better statistics could improve data usage. A mix of private and public
data could enhance decision-making, as seen with the Gallup World Poll. Ultimately, better data handling is crucial
for informed policymaking and economic growth.

2 Translate the following text into French

Comment les fréres Barclay ont construit et détruit un empire

La guerre contre le blanchiment d’argent est en train d’étre perdue Le systeme mondial de lutte contre la crimi-
nalité financiére est extrémement coliteux et largement inefficace

Par The Economist le 12 avril 2021

Une banque de plus se prépare a faire face a la musique en raison de prétendues défaillances dans ses efforts
pour freiner les flux d’argent sale. les flux d’argent sale. Dans les semaines a venir, NatWest, I'un des plus grands
préteurs britanniques, devrait comparaitre devant un tribunal de Londres pour répondre aux accusations selon les-
quelles elle n’a pas correctement d’or qui a déposé 365 millions de livres sterling (502 millions de dollars) aupres de
la banque, dont 264 millions de livres sterling en espéces. NatWest (qui a déclaré coopérer avec les enquéteurs) est
le dernier préteur en date a étre accusé d’avoir failli dans la lutte contre ’argent sale. Lannée derniere, les banques
du monde entier se sont vu infliger des amendes d'un montant de 10,4 milliards de dollars. 10,4 milliards de dollars
d’amendes pour des infractions liées au blanchiment d’argent, soit une augmentation de plus de 80 % par rapport
a 2019, selon Fenergo, une société de logiciels de conformité. En janvier, Capital One, une banque américaine, a
été condamnée a une amende de 390 millions de dollars pour avoir omis de signaler des milliers de transactions
douteuses. La Danske Bank toujours en train de gérer les retombées d'un scandale qui a éclaté en 2018. Plus de
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200 milliards de dollars d’argent potentiellement sale ont transité par la succursale estonienne du préteur danois,
tandis que les dirigeants ont manqué ou ignoré une multitude de signaux d’alarme. ou ignoré une multitude de
signaux d’alarme. Ces affaires montrent que les banques restent le talon d’Achille dans la guerre mondiale contre le
blanchiment d’argent, malgré les nombreuses réglementations visant a les transformer en soldats de premiere ligne
dans ce conflit. Cependant, un examen plus approfondi suggere que le systeme mondial de lutte contre le blanchi-
ment d’argent (AML) présente de graves lacunes structurelles, en grande partie parce que les gouvernements ont
confié au secteur privé une grande partie du contrdle qu'’ils devraient exercer. au secteur privé une grande partie
du travail de police qu'’ils auraient dii effectuer eux-mémes.
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